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Signal sur une corde

Introduction

On se propose de simuler la propagation d'un signal en utilisant Maple.

L'une des fonctions Maple utilisée ici est animate .

Programme
> restart;with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

On va étudier la propagation d'un signal en forme de cloche sur une corde: 
on a choisi une période d'un cosinus (cf: 1+cos( ) ). 

Pour déclarer une fonction par morceaux, on utilise  piecewise .

Ecriture du signal  

On définit un signal en fonction de x: une "cloche" entre x=-1 et x=1, de hauteur 2,  le cos a une période 2.

> s:=x->piecewise(x>-1 and x<1,1+cos(Pi*x),0):
simplify(s(x));
plot(s(x),x,axes=boxed);








0  ≤  x -1
 +  1 ( )cos π x  <  x 1

0  ≤  1 x
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Le cas général de propagation pour ce type de déformation fait intervenir deux signaux: un vers la droite et 
l'autre vers la gauche. 

On écrit ces deux signaux de base dont on aura besoin dans la suite: 
f(x,t) pour le signal vers la droite, la vitesse est c et le s précédent correspond à f en t=0 
g(x,t) pour le signal identique vers la gauche.

> f:=(x,t)->s(x-c*t);
f(x,t);
g:=(x,t)->s(x+c*t);
g(x,t);

 := f  →  ( ),x t ( )s  −  x c t

{
 +  1 ( )cos π ( ) −  x c t  and  <  −  +  x c t 1  <   −  x c t 1

0 otherwise

 := g  →  ( ),x t ( )s  +  x c t

{
 +  1 ( )cos π ( ) +  x c t  and  <  −  −  x c t 1  <   +  x c t 1

0 otherwise

On désigne par psi (fonction de x et t) la solution générale pour ce type de signal sur une corde illimitée.
A et B dépendent des conditions initiales.

> psi:=(x,t)->A*f(x,t)+B*g(x,t);
psi(x,t);

 := ψ  →  ( ),x t  +  A ( )f ,x t B ( )g ,x t
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A 





{

 +  1 ( )cos π ( ) −  x c t  and  <  −  +  x c t 1  <   −  x c t 1
0 otherwise

B 





{

 +  1 ( )cos π ( ) +  x c t  and  <  −  −  x c t 1  <   +  x c t 1
0 otherwise

 +  

On désigne par v  la vitesse des points de la corde.

> v:=(x,t)->diff(psi(x,t),t);
 := v  →  ( ),x t ( )diff ,( )ψ ,x t t

Propagation symétrique

On  suppose qu'on a donné au départ à la corde cette forme de cloche entre x=0 et x=2, de hauteur 1, 
et qu'on a abandonné la corde sans vitesse initiale. 

On trouve A et B en résolvant les conditions initiales. 
On admet que la solution obtenue est A=1/4 et B=1/4.

On donne la valeur 1 aux autres constantes inconnues. 

On vérifie en écrivant psi à l'instant initial et on vérifie, en traçant, que la forme de la courbe en t=0 est bien 
celle prévue.

> A:=1/4;B:=1/4;
 := A 1

4

 := B 1
4

> c:=1;
psi(x,0);
plot(psi(x,0),x,axes=boxed);

 := c 1

1
2







{

 +  1 ( )cos π x  and  <  − x 1  <  x 1
0 otherwise
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Idem pour la vitesse v des points de la corde en t=0 .
Ne pas faire v(x,0) mais subs(t=0,v(x,t)).
On la calcule et on la trace pour vérifier:

> subs(t=0,v(x,t));
plot(subs(t=0,v(x,t)),x,axes=boxed);

 +  
1
4




















0  ≤  0  −  x 1
( )sin π x π  ≤  0  +  1 x

0  <  x -1

1
4




















0  ≤  0 −  −  1 x
− ( )sin π x π  ≤  0  −  1 x

0  <  − x -1
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On peut alors visualiser la propagation de cette déformation sur la courbe infinie en utilisant animate. 
C'est le moment de découvrir les possibilités de cette instruction.
 
> P1:=animate(psi(x,t),x=-5..5,t=0..5,axes=boxed,colour=red):
> display(P1);
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> P1;

Propagation vers la droite milieu illimité

On envisage le cas où A=1/2 et B=0
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On vérifie que la déformation de la corde en t=0 est bien la même que dans le cas précédent en traçant psi en 
t=0;

> A:=1/2;B:=0;
 := A 1

2

 := B 0

> psi(x,0);
plot(psi(x,0),x,axes=boxed);

1
2







{

 +  1 ( )cos π x  and  <  − x 1  <  x 1
0 otherwise

Vitesse initiale: il a fallu donner cette fois à  chaque point de la corde une vitesse initiale différente de zéro.

> subs(t=0,v(x,t));
plot(subs(t=0,v(x,t)),x,axes=boxed);

1
2




















0  ≤  0  −  x 1
( )sin π x π  ≤  0  +  1 x

0  <  x -1
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On trace l'animation

> animate(psi(x,t),x=-5..5,t=0..5,axes=boxed,colour=red);

Propagation du signal si la corde est fixée à l'extrémité
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On garde le signal précédent qui se propage jusqu'en x=L où la corde est fixée. 
Un signal réfléchi (inversé) prend alors naissance en L. 
Après un retard theta le signal réfléchi arrive en un point de coordonnée x .

On écrit psi incident en L à l'instant t . 

> psi(L,t);
1
2







{

 +  1 ( )cos π ( ) −  L t  and  <  −  +  L t 1  <   −  L t 1
0 otherwise

On écrit le retard supplémentaire 
pour l'onde réfléchie partie de l'extrémité et arrivée en un point d'abscisse x
noté theta en fonction de L,x,c.

> theta:=(L-x)/c;
 := θ  −  L x

On en déduit le signal réfléchi psi_r en x à l'instant t

> psi_r:=(x,t)-> - psi(L,t-theta);
 := psi_r  →  ( ),x t − ( )ψ ,L  −  t θ

On prendra L=3. Animation pour le signal résultant.

> L:=3; 
 := L 3

> psi(x,t)+psi_r(x,t);
1
2







{

 +  1 ( )cos π ( ) −  x t  and  <  −  +  x t 1  <   −  x t 1
0 otherwise

1
2







{

 +  1 ( )cos π ( ) −   −  6 t x  and  <   +  x t 7  <  −  −  x t -5
0 otherwise

 −  

> P2:=animate(psi(x,t)+psi_r(x,t),x=1..L,t=1..5,axes=boxed,frames=100,xtickmarks=[],ytickmarks=[0.1,-
0.1],colour=red):
> display(P2);
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> P2;

> 
> 
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